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Resume: Soient {Aq, Ai) un couple d'interpolation, et Bj I'adherence 
de Aq n Al dans A*, j = 0, 1. Pour tout 9 e]0, 1[, il existe une contraction 
injective naturelle : A^ ^ [Bq^BIY. Dans ce travail on montre que 
A' = A,, pour tout ^ e ]0, 1[ si verifie quelques hypotheses raisonnables, 
pour un /3 e]0, 1[, ou est ['adherence de R^{A^) dans {B*,Bl)>^. 

Abstract: Let {Aq,Ai) be an interpolation couple, and let Bj be the 
closure of Aq fl A* in A*, j = 0, 1. For every 9 g]0, 1[, there exists a natural 
one to one contraction R^ : A^ {Bq, B^Y . We show that A^ = Aq for every 
9 g]0, 1[, if satisfies some reasonable assumtions, for some /3 g]0, 1[, here 

is the closure of in (5*, 5*)^. 

AMS Classification: 46B70 

Mots cles: Interpolation 



1 Introduction et notations 

On note X* le dual d'un espace de Banach X. 

Soit A = {Ao,Ai) un couple d'interpolation complexe, au sens de jBL] . 
Soit S = {zeC; < Re{z) < 1} . 

Rappelons d'abord la definition de I'espace d'interpolation Ag, ou 9 G 
]0, 1[ |BLt chapitre 4]. On note J^{A) I'espace des fonctions F a valeurs dans 
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Aq + Ai, continues bornees sur 5*, holomorphes a I'interieur de S, telles que, 
pour j G {0, 1}, I'application r G M — )■ F^j + ir) G Aj est continue (prend ses 
valeurs dans Aj) et \\F{j + «t)||^. — 0, quand |r| — )■ +oo. On munit J^{A) 
de la norme 



ll^ll^(A) = max(sMp^gM \\F{iT)\\^^^ , suprm \\F{1 + ir)||^J. 

L'espace Ae = {Ao,Ai)g = {F{9); F G J^{A)} est un Banach [BLl theorem 
4.1.2] pour la norme definie par 



inf 



m 



Rappelons maintenant la definition de l'espace d'interpolation A^ |BL 



chapitre 4]. On note Q{A) l'espace des fonctions g a valeurs dans Aq + 
Ai, continues sur S, holomorphes a I'interieur de S, telles que z — )■ (1 + 
\z\)~^ Ik (-2^)11^0+^1 bornee sur S, g{j + it) — g{j + it') G Aj pour tons 
r, t' G M, j G {0, 1}, et la quantite suivante est finie: 



\9 \\Qg{A) 



max 



sup 

T,T'eR 



g[iT) - g[iT 



T — T 



, sup 

Ao T,T'eR 



g{l + it) - g{l + it') 



T — T 



Cette quantite definit une norme sur l'espace QQ{A), quotient de Q{A) par 
les applications constantes a valeurs dans Aq n Ai, et QQ{A) est complet 
pour cette norme |BLl lemma 4.1.3]. 

On rappelle [BLt p. 89] que, pour g G Q{A), 



lk'(^)IUo+Ai < \\9\\Qg(A)^ z^S. 
C'est une consequence immediate de I'inegalite 

g{z + it) -g{z) 



(1) 



t 



< 



Ao+Ai 



\9 \\Qg{A) 



z e S, t e 



qui decoule de la definition de \\g' 



et du theoreme des trois droites |BLt 



lemma 1.1.2] applique aux fonctions z — ?■ 
parcourt la boule unite de AqH Al. 



g(z+it)-g{z) 



t reel fixe, oil a* 
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L'espace = { g'{9); g eQ{A) } est un Banach [BLl theorem 4.1.4] 
pour la norme definie par 

\W\\ao = {ll^ llQg(A) ; 9'{0) = a| . 

D'apres ([T]) < ll'^IU" • contraction A^ ^ Aq + Ai est injective 

par definition de A^. 

D'apres [Bj Ag s'identifie isometriquement a un sous espace de A^. 

D'apres |BLl theorem 4.2.2], Aq n Ai est toujours dense dans Aq,0 < 
6* < 1. Si n Ai est dense dans Aq et Ai, on a (Aq n Ai)* = A* + A*, 
AqH AI = {Aq + Ai)* |BLl theorem 2.7.1], on pent appliquer le theoreme de 
reiteration [BL, theorem 4.6.1] et {Ag)* = {A*q,AI)'', 6 e ]0,1[ [BL] theorem 
4.5.1]. On fait cette hypothese dans la suite. 

2 Resultats 

Notons Bj I'adherence de A^ fl A\ dans A*, j = 0, 1. II est clair que Bq fl 
Bi = Aq r\ A\, isometriquement. D'apres (BLi Theorem 4.2.2 b)] on a 
isometriquement, pour 6 G ]0, 1[, 

{B^,B^)g = {Al,Al)e . (2) 

Comme Bq fl Bi est dense dans Bj, le dual de Bg = {Bq, Bi)g est {Bq, BlY 
|BL[ theorem 4.5.1] et, d'apres |BLt theorem 2.7.1], 

B* + Bl = {Bo n fii)* = (A* n AD* = {Ao + Ai)**. 

En particulier, Aq + Ai s'identifie isometriquement a un sous espace ferme 
de B* + Bl. 

Soit ij : Bj — )■ A* I'application identite; la restriction de son adjoint i* : 
Aj Bj , j = 0,1, est contractante. 

Lemme 1 Soit R : QQ{Ao, Ai) — t- QQ{Bq,BI), I'application definie par 
g{j + i.) — )■ ij{g{j + i-)), j = 0,1. R est une contraction et induit une 
contraction injective 

R^ -.A^ ^ {B*,Blf, 9 e ]0,1[. 
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Demonstration: II est clair que R est une contraction (non injective en 
general). On identifie et {Bl.BlY a des quotients de QQ{Aq,Ai) et 
Qg{Bl,Bl) respectivement. Notant que {R{g-))\e) = R%g'{e)), R induit 
une contraction R^ sur ces quotients. Notons que, pour a G A^, pour 
b e Bq f] Bi = A*Q f] Al = {Ao + Ai)* (espace dense dans Bg), 

{R%a),b) = {a,b). 

Si i?^(a) = 0, alors (a, 6) = pour tout b e BqCi Bi = {Ao + Ai)*, d'ou a = 
dans Aq + Ai, et dans A^M 

Thorme 2 Soient {Aq, Ai) un couple d 'interpolation complexe, Bj V adherence 
de AI n AI dans A*, j = 0, 1, /3 G ]0, 1[, R^ defime comme ci-dessus. Soit 
Vadherence de R^[A^) dans {Bq^B^Y. Supposons que est un espace 
W.C.G. Alors A^ = Ag, pour tout 6 e ]0, 1[. 

Remarque 3 Dans IDa^ on montre que si A^ est un espace W.C.G pour un 
/3 G ]0, 1[, alors A^ = Ag, pour tout 6 e]0,1[. Remarquons que si A^ est un 
espace W.C.G, Z^ est un espace W.C.G. 

La demonstration du theoreme [2] necessite les lemmes suivants. 

Lemme 4 Pour tout 6 E ]0, 1[, R^ est une isometric: Ag — )■ (Bq, BlY . 

Demonstration: Comme Ag s'identifie a un sous espace de A^ [Bj, R^ est 
contractante: Ag = {AQ,Ai)g {Bl,BlY par le lemme [H 
Comme AoflAi est dense dans Ag, il suffit de montrer que < ||-R^(a) ||^^, ^ 

lorsque a G fl Ai. 

Soit e > 0; comme {AgY = {A*,AlY, il existe g G g{A*,Al) tel que 
\Mao < \{(^,9'{dY\+e, \\9'\\Qg(A'„AV - 1- 

Soient 

Fn{z) = -in[g{z + i/n) - g{z)], zeS 

et Fn^s{z) = e^^^ Fn{z) pour 6 > 0. Comme est bornee sur le bord de S, 
\Fn,s\ tend vers a I'infini sur le bord, d'oii Fn^s G J-'{Aq,AI). Par definition 

ll^n,5WII(A5,AJ)« < \\Pn,SyiA*,At) " SUp | < l^' || 25(^5,^^) < ■ 
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D'ou, pour tout n, par ([2]), 



\FniO)\\(^Bo,B^) 



-59^ 



= lim 

{A*,Al)e 



< 1. 



Comme g est holomorphe a valeurs dans Ag + A* = (AoflAi)*, (a, Fn{6)) 
{a,g'{9)) . II existe no assez grand tel que, d'apres ([3]), 



-2e+\\a\\^^ < \{a,F^,m < \\R'{a)\\^^,^ 
d'ou I'inegalite cherchee lorsque e ^ 



(Bo,Bi)e - 11-^ ^^'>\\iB*,B*)i> ' 



Lemme 5 Soient g G G{A), 9 G ]0,1[. L 'application: t — > R^[g'{6 + ir)) 
esi bornee: R — )• (^oj-B]")^. Pofir tont c G {Bl^BlY, V application: r — )■ 
||c + i?^((7'(6' + zT))||, g est s.c.i sur M. 

Demonstration: Par definition de , g'{d) ^ A^ ; par le lemme [T] 

ll^'(^'W)||(Bs,Br)«<ll^'WIU«<lk1lQg(A)- 
La fonction (yfj,- definie par gir{z) = g{z+it), z E S, r E M, verifie ||5'irllQg(A) ~ 
ll^?-|lQg(A)' done ||i?'(^7-. W) ^ H^?' HoeCA) • 
D'apres ([2]), et comme Bq H Bi = A^ H Al est dense dans i^e, on a 



\c + R\g'{e + tT))\ 



SMp||(6,c + i?^((7'(^ + zr)))| 
swp \\{a*,c + g'{6 + ir)) | ; a* G n A]; 



Comme (7 est holomorphe a valeurs dans Aq + Ai^ pour tout a* E A^Pi A\ = 
{Aq + Al)*, les applications r — )■ \{a* ^ a + g' {0 + iT))\ sont continues sur M. 
Leur supremum est done s.c.i..B 

Par un argument analogue a celui de [D&j , on montre 

Lemme 6 Soient C = {Cq,Ci) un couple d 'interpolation, (5 G ]0,1[, un 
sous-espace W.C.G , g G Q{C). Alors I 'application: T eR^ R^{g'{{/3 + tT)) 
est p.s egale a une fonction fortement mesurable: R ^ G CT. 



Lemme 7 Soient g G Q{A), (pgit) = g'{6 + it),t eR. 

i) Si (pQ est a valeurs dans un sous espace ferme separable Z de Aq, elle 
est fortement mesurahle: M — Ag. 

a) Si (j)g est a valeurs dans un sous espace ferme separable Z de A^, elle 
est fortement mesurable: M — )■ A^. 

Dans la suite on utilise seulement i), dans la preuve du lemme [S] d). On 
donne deux preuves de i) (noter que ii) implique i)). 

Preuve: i) D'apres le lemme HJ Z est un sous espace ferme de {Bl,BlY et, 
d'apres le lemme [5l I'application t — )■ ~ est s.c.i. pour tout c G 

L 'image reciproque par 0^ de toute boule ouverte de Z est done un borelien. 
Comme Z est separable, tout ouvert de Z est reunion denombrable de boules, 
done ipQ est bien mesurable a valeurs dans ZM 

ii) Soient J I'injection canonique: Z ^ Aq + Ai, et Y I'adlierence de 
J{Z) dans Aq + Ai. Comme Z et Y sont des espaces polonais, comme J 
est continue, est borelienne: J{Z) — )■ Z, voir par exemple Comme 
J o 0g : M — > y4o + est continue et a valeurs dans J{Z), comme (pQ = 
J^^ o ( J o alors (f)0 est borelienne: M — )■ ZM 

Lemme 8 Soient g G G(A), (5 G ]0, 1[ et 0^ = g'{(5 + i.). 

a) On suppose que o 0^ est p.s. egale a une fonction fortement 
mesurable: M — >■ {Bl^BlY . Alors 0^ est p.s. a valeurs dans Ap. 

On suppose desormais que 0^ est p.s. egale a une fonction fortement 
mesurable: M — )■ Aj^. Alors 

b) pourO^ 13 g\e) G Aq. 

c) pour tout 9 (3, (pg est a valeurs dans un sous espace separable de Ag. 

d) g'{P) G Ap. 

On a note o 0^ la fonction: t — )■ R^{g[^{[3)). 
Preuve: a) etape 1: Posons 

91 = 9 - 5'(0) - «o 
oil g{l) — gifS) = + ai (oj G Aj, j = 0, 1), avec 

- ^(o)IUo+Ai = II"oIIao + II«iIIai • 

Comme g est liolomorphe a I'interieur de S, pour tons t G M, /i > 0, 
9 g]0, 1[, on a, dans Aq + Ai, 
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/t+h 
g'{e + iT)dT (4) 

D'apres I'inegalite des accroissements finis et ([1]) 

11^(1) -^(0)IUo+Ai < \\9'\\Qg(A)- 

Alors gi : S ^ Aq + Ai est continue sur S et holomorphe a I'interieur de S. 
Comme g G G{A), pour tout r G M et j G {0, 1}, on a 

L'application z — )■ G'£(2;) = e'^^^ gi{z) est done dans J^{A) pour tout e > 0. 
En particulier, pour tout t G M, Gs{0 + it) G Ag, done gi{9 + zt) G Ag. D'oii 

gi{9 + i{t + h)) - gi{9 + it) = g{9 + i{t + h)) - g{9 + it) G Aq. 

Alors, d'apres (jlj), Jl^~^^ g'{9 + iT)dT est dans Ag, pour t et h reels. 

eia^e ^; Par hypothese i?^ o 0^ est p.s. egale a une fonction forte- 
ment mesurable: W ^ , oh est 1' adherence de A^ dans {Bq,BI)^. Le 
theoreme de differentiabilite de Lebesgue |DU[ chap. II theorem 9 p 48] 
entrainent que, p.s., on a dans Z^^ I'egahte 



1 rt+h 1 pt+h 

iR^o(pJit) = \im- I Rf^o(f)MT)dT =\imR^(- ^'(/3 + zr)rfr), (5) 

^ h->0 h Ji h^O h 

oil h est reel. D'apres la fin de I'etape 1 appliquee en (3 et le lemme HJ cette 
limite dans Z^ est en fait une limite dans A^, cad p.s. g'{/3 + i.) G A^. 

b) On suppose d'abord 9 > (3. 
etape 1: Soit 

V{z)=g^{P + {l-l3)z), zeS. 

Cette fonction a valeurs dans Ao + Ai est holomorphe a I'interieur de 5* et 
continue sur S, done s'exprime a I'aide de la mesure harmonique sur le bord 
de S. Pour verifier que V, vue comme fonction a valeurs dans Ajs + Ai, est 
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holomorphe a I'interieur de S et continue sur S, il suffira done de voir que V 
est continue sur I'axe imaginaire, a valeurs dans Ap. 

On va montrer que V G Q{Ai3,Ai) avec une norme < (1 — /3) H*?' ||Qg(^) ■ 
L'inegalite correspondante sur la droite Ke z = 1 est evidente. Pour la verifier 
sur I'axe imaginaire, posons, pour r, r' reels fixes, 



V{iT)-V{iT') p ^-|^^ _ V(l+ir)-V-(l+ir') 

r-r' 

on a 



d'ou = ^^'tr^ et = ^^^^'tr/^^'^' - Pour tout t G 



< (1-/3) ll^?-llQg(^),J e {0,1}. 

Comme dans I'etape 1 de a), pour tout e > 0, I'application ^ — )■ He^ryiO = 
e^^ verifie 

i|i^.,r,r'||j-(^) < e"(l-/3) ll^1lQg(A). 

d'ou 

||F.,.'(/3)IU, <(l-/3) \\9\\Qg(A)- 
On a done, pour tons r, r' reels, 

_ Vi^T')\\^^ <\t- t'\ (1 - /3) , 

ce qui prouve la continuite de V sur I'axe imaginaire, a valeurs dans A^, et 
I'assertion annoncee. 

etape 2: d'apres la preuve de a), pour h reel, p.s. 



\im{V{t{T + h)) -V{tT))/h = {1- /3)g{(3 + {1- /3)tT) dans Ap. 
D'apres |BLl lemma 4.3.3], on a alors 

V'iv) e {Ap,A^)„7^e]0,l[. 

etape 3: Choisissons r] tel que 9 = {1 — ri)f3 + r]. D'apres le theoreme de 
reiteration |BLl theorem 4.6.1], {Aj3,Ai)^ = Ag, done 
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V'iv) = (1 - ^)g'{e) G Ae, 

ce qui acheve la preuve lorsque (3 < 9. 

Si < 6 < P \e raisonnement est analogue, en remplagant V par W{z) = 
9i{Pz) e g{Ao,A[s), telle que \imh^o{W {1 + i{T + h)) - W{l + iT))/h existe 
dans Aji, pour presque tout r, avec h reel. 

c) Soit A'q C Aq le sous espace ferme separable engendre par {giiit), 
t G M}. Comme gi est continue sur S, est separable, ainsi que {A'^^Aij^ 
et son adherence Y dans Aj^. Par I'etape 2 de b) appliquee au couple (Aq, Ai), 
g'{(3 + it) est p.s. dans {A'q, Ai)^, done p.s. dans Y, ce qui regie le cas 6 = (3. 

Pour le cas (3 < 9, remplagons la fonction V de I'etape 1 de b) par 
Vt{z) = V{z + it), avec t fixe reel. Comme en b), Vt G Q{Y,Ai), Vl{'q) G 
{Y, Aijr,, ?7 G ]0, 1[ et {Y, Ai)^ est separable. Soit rj defini comme dans I'etape 
3 de b). Comme ci-dessus, Vlirj) = {1 — f3)g'{9 + i{l — f3)t). Soit Ze I'adlierence 
de (Y, Ai)^ dans {Ajj, Ai)^ = Ag; Zg est done separable et (f>g = g'{6 + i.) est 
a valeurs dans Zg. 

On raisonne de fagon analogue si < < /3 en considerant Wt{z) = 
W{z + It) : Wt est dans g{A'f^, Y). 

d) Soit 6 > p. Par c) et le lemme Hi), (pg est fortement mesurable a 
valeurs dans Ag. Alors b) applique en echangeant les roles de (3 et 9 donne 
g'iP) G ApM 

Demonstration du theoreme 2: Soient a & A^ et g E g{A) tel que a = 
g'{/3). D'apres le lemme [H I'application i?^ o 0^ : r G M ^ R^{g\P + ir)) 
est a valeurs dans C {Bq,BI)^. Grace a I'liypothese sur Z^ on pent 
appliquer le lemme El done o 0^ est p.s. egale a une fonction fortement 
mesurable a valeurs dans {Bq,BI)^, et 0^ est p.s. egale a une fonction 
fortement mesurable a valeurs dans Ap par le lemme |8] a). D'apres le lemme 
|8]b) g'{0) G Ag pour tout ^ (3.11 en resulte que A^ = Ag, pour tout 6 ^ (3. 
Enfin par le lemme [H]d) g'{(3) = a e Ap, d'ou Al^ = Af^M 

Proposition 9 Soit {Aq,Ai) un couple d 'interpolation; supposons qu'il ex- 
iste un /3 tel que 

1) {Aq, Al)i3 est separable. 

2) {Aq, Al)i3 ne contient pas i'^ isomorphiquement. 

3) ^4^ est un espace complemente de [{Aq, AD^]* (d'apres lemme HI Aj3 est 
un sous-espace isometrie de [(Aq, AJ)^]*). 

Alors A^ = Ag, pour tout 9 e]0,l[. 
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Lemme 10 Supposons qu'il existe /3 G ]0, 1[ tel que Ap a la propriete de 
Radon- Nikodym. Alors A^ = Aq, pour tout ^ G ]0, 1[. 

Preuve:Soit 6', 7, 77 G ]0, 1 (7 > /3) tel que 9 = {rj — l)f3 + rj'y; [ montrons 
d'abord que C {A,^, A^)''. 

Pour cela, soient a G {Aq, AiY et g E Q{Ao, A) tels que g'{9) = a. 
Posons 

9i = 9- 5'(0) - «o 
ou g{l) — g{0) = ao + ai {aj G Aj, j = 0, 1), avec 

- ^(0)IUo+Ai = ll"olUo + ll"llUi ■ 

Soit a G ]0, 1[ tel que a + (3 = ■y 

V{z) = gi{az + f3), z e S. 

D'apres (a) etape 1 du lemme [H V G Q{Ai3,A^), done V'{ri) = ag'{6) G 
{Ap,Ag)\ d'ou A' ^{Ap,A,)^. 

Supposons maintenant que Ap a la propriete de Radon-Nikodym; d'apres 
le resultat de |BLt Corol.4.5.2] on a {Ap.A^y = (A^, A^)^. D'autre part par 
le theoreme de reiteration \BL\ th.4.6.1] on a {Ajs, A^)^ = Ag, ce qui implique 
A' = Ae.m , 

Demonstration de la prop osit ion O D'apres le resultat |GH-GOD-MAU-SCH] 
et les conditions (1), (2) et (3), Aj^ a la propriete de Radon-Nikodym. Pour 
conclure le theoreme, il suffit d'appliquer le lemme [TUJ 

Par un argument analogue a celui de la proposition M on montre, 

Proposition 11 Soit {Aq,Ai) un couple d 'interpolation; supposons qu'il ex- 
iste un f3 e]0,1[ tel que 

1) {Aq, Ai)i3 est separable. 

2) {Aq, Ai)i3 ne contient pas isomorphiquement. 

3) {Aq,AI)i3 est un espace complemente de (A^, A*)^. 
Alors {A*,Aiy = {A*,Al)g, pour tout 9 e]0,l[. 

Bi{M.) sera notee I'espace des fonctions reelles definies sur R de premiere 
classe de Baire. 

Pour tout espace de Banach X, notons Bx la boule unite fermee de X. 
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Thorme 12 Soient {Aq, Ai) un couple d 'interpolation et /3 G ]0, 1[ ; suppsons 
que 



1) Ap est un espace faiblement de Lindelof. 

2) 11 existe une projection continue P; Z'^ ^ Aj^. 

3) Pour tout a* G (Zl^)*, I'application 0^ : r G M -> (i?^ o (^^(r),a*) est 
de premiere classe de Baire. 

Alors Ag = A^, pour tout 6^ G ]0, 1[. 

Preuve:Soit g G Q{Aq,Ai); notons F le sous-espace ferme engendre par 
{R>^ o g'{(3 + ir); r G M} dans Z^. 

etape i.La boule unite de F* est un compact de Rosenthal |GOD] pour 
la topologie prefaible. 

Soit X* G Bp*; on definit cr^.. : M C, par a^^^r) = {W^ o g' (f3 + ir) , x*) , 
r G M. Considerons U : Bp* — )■ _Bi(R), I'application definie par U{x*) = a^*- 
U est continue injective, done Bp* est un compact de Rosenthal (on pent 
supposer que ax* est a valeurs dans M. 

etape 2:La. boule unite de (Aq, A^)^ est prefaiblement dense dans (Z^)*. 

Soit a* G B(^zP)*'i d'apres le theoreme de Hahn-Banach il existe a** G 
B[Ai,AiYg* qui prolonge a*, pour conclure, il suffit de remarquer que la boule 
unite de {Aq,A\)p est prefaiblement dense dans B^ai^ad**- 

etape 3: II existe une fonction (p^ fortement mesurable a valeurs dans Ap 
telle que {P{R^ o 0(r),x*) = (0]^(r),x*) pour presque-tout r G M et tout 
X* G A^ 

D'apres I'hypothese (3) P{R^ o est faiblement mesurable, I'espace 

Ap est faiblement de Lindelof, done il est mesure compact |M0R1] par 
consequent il existe une fonction cf)^ fortement mesurable a valeurs dans Ap 
telle que {P{R'^ o ^^(r), x*) = (0]^(r),s*) pour presque-tout r G M et tout 



X* G Al |MURl] - [MnR2] . 

etape ^/Pour tout x* G (Z^)* {{g{f3 + ir + i/n) - g{(5 + igt),x*) = 



Fixons X* G B^z^y-A notons y* la restriction de x* a F., d'apres I'etape 2, 
X* est a{{Z^)* , Z^) adherent a la boule unite de {Aq, ADi^, par conseqeunt il 
existe une suite generalisee {xD^^i dans la boule unite de {Aq, ADis telle que 
xl -)■ X*, a{{Z'^)*, Z^) (on pent choisir la suite {xDkei dans Aq fl A^). 
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II est clair que pour tout k E I {{g{f3 + ir + i/n) — g{f3 + iT),x\) 

Y+l/n 



{RPocl>^{t),xl)dt 



; ceci implique que 



{{g{[5 + iT + i/n) - g{(5 + iT),x*) = limk{{g{(5 + it + i/n) - g{(5 + iT),xl) 

-T+l/n 

limk j {R^ o(j)p{t),xl)dt 

T 

D'apres etape 1, Bp* est un compact de Rosenthal pour la topolgie 
prefaible, en appliquant le resultat de [ROSj . on voit que 



lirrik 



V+l/n 



{Rfo(P^{t),xl)dt 



-T+l/n 



{R^ o<pJt),x*)dt 



Done 



{{g{P + iT + i/n) - g{P + iT),x*) = limki{g{(3 + ir + i/n) - g{(3 + igt),xl) 



limk 



T+l/n 



{R''o(P^{t),xl)dt 



T+l/n 



{Rf^ o(f)^{t),x*)dt 



etape 5:(f)i^ = 0^, presque-partout. 

En appliquant le theoreme de la differentiabilite de Labesgue |DUj on 

"r+l/n 



voit que n 



(t)^{t)dt 



— )■ </>i(t), pour presque tout r G M. Pour tout 



new fixe et tout x* e A^H f\A\ on a 





-T+l/n 




n( 


j (pi{t)dt 


) = n 




_ T 





T+l/n 



n 



T+l/n 



[R'^ o(j)Jt),P*x*)dt 



{<Pi{t).x*)dt 



—in [{P{g{[3 + ir + i/n) — Pg{(3 + ir), x*)] (d'apres etape 5). 
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Mais g{f3 + ir + i/n),g{f3 + it) G Afj, pour tout r G M. Done 



r+l/n 



, X*) = -in [{g{l3 + iT + i/n) - g{l3 + ir), x*)] . 



D'apres ce qui est precede pour presque tout r G M et tout x* G fl Al 
on a 



-in [{g{l3 + iT + i/n) - g{l3 + ir), x*)] = n{ 



-l/n 



(t)i{t)dt 



,x*) 



n—^+OD 



— > 



(^'(/3+zr),x*),pour 
. {g'iP + tT),x*) = 



Comme —in [{g{l3 + ir + i/n) — g(l3 + ir), x* 

li — r-\ 

tout r G M , on deduit que pour presque tout r G 
(0i(r),x*), Vx* G A*nAt. 

Remarquons finalement que 0^ est a valeurs dans un sous-espace separable 
de Aq + Al, cela implique que 0^ = 0^, presque-partout. 

Corollaire 13 Soit {Aq^Ai) un couple d'nterpolation; supposons qu"il existe 
■un /3 G ]0, 1[ tel que A^ = Ap et que Ap est un espace faiblement de LindeWf. 
Alors A^ = Ae, pour tout 6 e]0,l[. 

Preuve:Soit g G Q{Aq,Ai) tel que g'{0) = a. D'apres le theoreme [T^ il 
suffit de montrer que I'application 0^ : r G M — > {g'{(3 + ir), a*) G Aj^ est de 
premiere classe de Baire, pour tout a* E A*^. 

Soient a* e A*^ = (yl*,A*)^ et h e g{A*,Al) tels que h'{/3) = a*; pour 
tout n G N* considerons Fn{z) = —in [h{z + i/n) — h{z)] , 2; G S". II est clair 
que la suite (-F„(/3))n>o est une suite bornee dans {Aq,AI)i3. D'autre part 
I'application r G M ^ {(I)i^{t), b*) est continue pour tout b E AqH A^, comme 
Aq n A^ est dense dans (Aq,A]^)^, alors pour tout n G N*, I'application 
r G M (0^(r), F„(/3)) est continue. 

Remarquons que pour tout b E Aq H A-^; (6, Fn{f3)) — t- (6, h'{f3)), done 



(0(r),F„(/3)) ^ 

deduit que I'application 
classe de Baire. 



()^(r), a*) (car Aq fl Ai est dense dans Af, 



. On en 



: r G 



~^ {g'if^ + ct*) £ est de premiere 
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Proposition 14 Soit {Aq,Ai) un couple d 'interpolation; supposons qu'il ex- 
iste un j3 & tel que 

1) {Aq,Ai)p est faiblement sequentiellement complet. 

2) {Al,A\f^{Al,A\)p. 

Mors A^ = Ag, pour tout 9 e]0,l[. 

Preuve:Soit g G Q{Aq,Ai); il sufRt de montrer que I'application (p^-.T^ 
M g'{/3 + ir) est fortement mesurable. 

Pour tout n G N*, notons F„(/3 + iT) = -in [g{9 + ir + i/n) - g{9 + ir)] . 
Fixons T G ]R; remarquons que la suite {Fn{f3 + iT))„>o est bornee dans Aj} 
et que + iT),ci*)]n>i est dc Cauchy, pour tout a* E AqH Al, comme 

Aq n nAl est dense dans IAq, AD/s, d'apres la condition (2) la suite + 
t'T))n>i est une suite faiblement de Cauchy dans Aj^. 

D'apres la condition (1), la suite F„(/3 + iT) est converge vers 0^(t) dans 
Ajs quand n — > +oo, ce qui implique que 0^ est fortmement mesurable. 
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